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Algèbre linéaire et bilinéaire
Contrôle Continu n° 1 (1h)

Exercice 1 (Questions de cours)
1. Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie n et ('1, . . . ,'p) une famille de

formes linéaires sur E avec p → n. Donner une minoration de

dim

)︃
p[︃

i=1

Ker('i)

]︃

et discuter le cas d’égalité.

2. Donner la définition d’un endomorphisme cyclique (en dimension finie).

Exercice 2
On se donne x0 < x1 < · · · < xn des nombres réels deux-à-deux distincts et on

considère le R-espace vectoriel E := R2n+1[X]. On définit également les formes linéaires

'i,0 : E ! R et 'i,1 : E ! R données par

'i,0(P) = P(xi) et 'i,1(P) = P
→(xi).

1. Montrer que la famille ('i,0,'i,1)ni=1
est une base de l’espace E

↑
.

2. Calculer la base pré-duale de la famille ('i,0,'i,1)ni=1
. Pour cela, on pourra chercher

les polynômes en question sous la forme P = (aX+ b)L2
i

avec

Li =
Y

j↓=i

)︃
X- xj

xi - xj

]︃

le i
ème

polynôme d’interpolation de Lagrange.

1

-> n-pet=p()
P

(i)est libre.

v :E-E estrylique s'il existe Etq
Vest (uk(x) ,k) =E



Exercice 3
Soient E un k-espace vectoriel et F ↑ E un sous-espace de E. On notera ⇡F : E ! E/F

la surjection canonique vers le quotient.

1. Si G est un sous-espace de E, montrer que ⇡F(G) est un sous-espace de E/F et qu’il

est naturellement isomorphe à G/(F ↓ G).

2. Montrer que ⇡F(F+G) = ⇡F(G) et en conclure qu’il existe un isomorphisme naturel

⇡F(G) ↔ (F+G)/F.

3. Vérifier que si H ↑ E/F est un sous-espace vectoriel, alors ⇡
-1

F
(H) est un sous-espace

de E et que de plus F ↑ ⇡
-1

F
(H).

4. En déduire que les ensembles suivants sont en bijection :

{G ↑ E | G sous-espace de E avec F ↑ G ↑ E} et {H ↑ E/F | H sous-espace de E/F} .
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Exercice2 :
1) Commencaus par remarquerS

et
que
2n+2 = dim Ra Gud en

menter ne cette famille est libra

D'après la rection de coursil
,

la famille (Pio s Mir) estlibre EL
9

(yi,(P = Pin(P) =0 fi=0 .. m (Y Po

Or si m polynôme P verifie (io(P) = P(i) = 0 = Pfil= (i, /P
an en déduit

que si
estracine double de P (pautaut i) . Le poly2

petdenmul PERan
on en conclut que

P= 0 et

(i .0 1 Hi .1) estune bass de (Rew+ [X])*

2) An cherche une famille de polynômes (Pi,Q) avec

(a) Pi(xj) = Pi (aj) = Qi(yj) = Qi(xj) = 0 vii + jS Pikail= 1 = Q (i) et Pili) = 0 = Qai)

La condition (al mentre quej
est racine double de PietQi

(Fjti) .
Les polynômes Pi etQi sont dans multiples da

Li
2

j
On cherche Pisaro la fame

Pi = (iX+bi) Lie et on suit les conditions

Pikil= 1 E) GiCitbillkil = 1S Pi Mil = 0 ai Liki) + &Mi +bi) .

2 Liki) Li ki) = 0

(Likil =1)Gabit



On obtient danc Pi = (1-2hili) (X-1)) L
On procède de même

pour Qi etou trave :

((2-2(i (i) (X-ni) Li
, (X-X)Li) est la base préduale

de la base (quo , Pis)
* L'interpolation de Lagrange permetde trouer un polynôme en fixant

les valeurs en les (i) -
L'exercice 2 estun cas particulier der

I'mterpolation d'Hermita : an peut fixer lesvaleudePeet le
dérivés P' en les si Le prix àpayer est du

sentfixer le valeurs de pHa(xi)degréPlus génialementeexe à l'avance) : Il faut h-availler-

avec des polynomes de degie (it)-

Exercice 3

1) Onapplique le thérème d'ison.
you:FIG : G->+ (G)

Par construction, cette application est sonjective et son royau
est

Ker(nF(G) = Kenfr) 1G = FnG .

On adoncF(G) G/FNG

2) Sin-FetytG ,

maf(x+ y) = #= (x)+F(y) = TF(y)
etdenc #F (F+ G)=F (G) . Enappliquant la question précédente

↑ F+ G et en remarquant que FR(F+G) = F (cnFCF+G) ana

bien : AF(G) = F(F+ G) = F+ G/F ·

3) Si HE/F alasF (H) estun sous-espace
de E /résultat

(ss -espace général sur les applications linéaires)
etde plus , comme OCH, on a F=F(0) [ +F (H) .



4) On considér les applications :
E Q
Il I

: {{Gsespace de Eavea FCG] Hs-espacedeE/F)
G 1 <F(G)

e T : (Q -E (I bien définie d'après 3)
Hu >E1(H) .

On vérific que
si G &E est un sous-espace ,alas (AF(G)) =EG

En effet, si zEF" (AF(G)) ,
cela signific queFIEFA

et donc JyfG Aq F(z)=F(y) => π+ (z-y)= 0= z-ytF.

D'ai zE G+F et l'autre inclusion étant évidente, on a bien
#F" (AF(G)) = F+ G -

5. morte queFCG
,
on a doncf

+ (F(G) = G , égalité
que

l'ar jeut réécrire . Fo = Id

De plus, la sujectivité deF entraîne queF (AF (H) = H /résultat
général dethéaic des ensembles) , ce qui signifie

& N = Ida .

Les applications etI sont donc des bjections réciproques
et E esten bijection avec Q.


